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摘要 这篇综述从背景、证明方法和应用三方面,为 Brown可表示定理及其对偶提供一个易于理解的

版本; 并通过 Serre 函子给出紧生成三角范畴之间伴随对的一种三分法.

关键词 伴随对 紧对象 coherent 函子 可表函子 紧 (对称, 完备) 生成的三角范畴 Brown 可表示定理及其

对偶

MSC (2010) 主题分类 18E30, 16E35, 18A25, 18A40, 18A22, 16G10

1 引言

具有伴随的函子具有优良的性质. 一个函子何时具有伴随是同调代数的核心课题之一. Brown 可

表示定理及其对偶是三角范畴中深刻的结果和有力的工具. 它们之所以重要, 原因之一是能够提供伴

随函子存在的充分条件.

Brown可表示定理的发展,经历了从最强的紧生成的条件到目前的完备生成的条件.而 Brown可

表示定理的对偶绝非简单地由 Brown 可表示定理通过对偶 (指在反范畴中使用 Brown 可表示定理)

就能得到, 它是在 Brown 可表示定理出现之后历经多年, 通过引入新的概念和方法, 才得到其目前的

形式. 总之, Brown 可表示定理及其对偶的原证高度不平凡.

本文的目的是从问题起源、证明方法和应用三方面,为 Brown可表示定理及其对偶提供一个易于

理解的版本. 我们用 Auslander [1] 的 coherent 函子范畴为工具, 通过 Krause [2] 提出的包含链

{紧生成三角范畴} ⊆ {对称生成三角范畴} ⊆ {完备生成三角范畴}
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和 Neeman [3–5] 引入的同伦余极限, 给出目前 Brown 可表示定理及其对偶的最佳形式和证明; 并且得

到紧生成三角范畴之间伴随对的一种三分法 (参见文献 [6]), 其中这两个紧生成三角范畴的紧对象作

成的子范畴有 Serre 函子 (参见文献 [7, 8]). 我们强调, 本文属综述性文章: 主要参考文献是 5 篇较难

的论文 [1–4,9].

2 背景知识

本文中, 子范畴指对同构封闭的满子范畴; 共变函子简称函子. 范畴有直和是指有任意指标集的

直和; 对直和封闭指对任意指标集的直和封闭. 若无特别说明, 我们并不假设范畴中有直和与直积.

2.1 紧对象

下述事实是熟知的.

引理 2.1 设 C 是加法范畴, X ∈ C.
(i) 对任意直积

∏
i∈I Yi ∈ C, 典范同态 HomC(X,

∏
i∈I Yi)→

∏
i∈I HomC(X,Yi) 是群同构;

(ii) 对任意直和
⊕

i∈I Xi ∈ C, 典范同态 HomC(
⊕

i∈I Xi, X)→
∏

i∈I HomC(Xi, X) 是群同构.

注 2.2 以下四种典范同态一般均非同构:⊕
i∈I

HomC(X,Xi) −→ HomC

(
X,

⊕
i∈I

Xi

)
, HomC

(
X,

⊕
i∈I

Xi

)
−→

∏
i∈I

HomC(X,Xi),

Hom

(∏
i∈I

Xi, X

)
−→

∏
i∈I

Hom(Xi, X),
⊕
i∈I

Hom(Xi, X) −→ Hom

(∏
i∈I

Xi, X

)
.

定义 2.3 加法范畴 C 中对象 X 称为 C 中的紧对象, 如果对 C 中任意直和
⊕

i∈I Xi, 典范同态

⊕
i∈I

HomC(X,Xi)→ HomC

(
X,

⊕
i∈I

Xi

)
, (fi)i∈I 7→

∑
i∈I

eifi

是同构, 其中 ei : Xi →
⊕

i∈I Xi 是直和的结构态射.

注意这个典范同态总是单射. 由此可知, X 是 C 的紧对象当且仅当对 C 中任意直和
⊕

i∈I Xi,

这个典范同态是满的, 即对任意态射 f ∈ HomC(X,
⊕

i∈I Xi), 存在 I 的某个有限子集 J(f), 以及

g : X →
⊕

i∈J(f) Xi, 使得 f = σg, 其中 σ :
⊕

i∈J(f) Xi →
⊕

i∈I Xi 为嵌入态射.

注意, C 的子范畴中的紧对象未必是 C 中的紧对象. 容易看出紧对象的直和项仍是紧对象. 紧对

象是广泛存在的. 例如,在环 R 的模范畴 R-Mod中, 每个有限生成 R-模都是紧对象.我们将看到, 紧

对象这一概念有重要意义.

2.2 伴随对

如果 (F,G) 是伴随对, 则称 F 是一个左伴随 (或 F 有右伴随函子 G). 伴随对中的两个函子在

自然同构的意义下互相唯一确定. 加法范畴之间的伴随对均是加法函子. 下列事实是熟知的 (参见文

献 [10, 第 68 页]).

引理 2.4 设 F : C → D是加法范畴间的加法函子. 如果 F 是一个左伴随,则 F 保持直和.如果 F

是一个右伴随, 则 F 保持直积.
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利用 Brown可表示定理及其对偶,我们将在定理 5.7和 6.9中看到,如果 C 是紧生成的三角范畴,

则引理 2.4 中两条结论的逆对三角函子也是成立的.

因为等价函子既是左伴随又是右伴随 (逆不成立), 故加法范畴之间的等价必为加法函子. 由引

理 2.4 知, 加法范畴之间的等价保持直和与直积. 下述事实给出了左伴随保持紧性的一个充分条件.

引理 2.5 设 F : C → D 是加法函子且有右伴随 G. 若 G 保持直和, 则 F 保持紧对象.

特别地, 若 G 有右伴随, 则 F 保持紧对象.

证明 后一论断由引理 2.4 立知. 设 X 为 C 中紧对象. 我们要证 FX 为 D 中紧对象, 即对 D 中
的每个直和

⊕
i∈I Yi, 典范同态 s :

⊕
i∈I HomD(FX, Yi)→ HomD(FX,

⊕
i∈I Yi) 是同构.

(虽然有如下同构:⊕
i∈I

HomD(FX, Yi) ∼=
⊕
i∈I

HomC(X,GYi) ∼= HomC

(
X,

⊕
i∈I

GYi

)
∼= HomC

(
X,G

⊕
i∈I

Yi

)
∼= HomD

(
FX,

⊕
i∈I

Yi

)
,

但这并不能作为证明, 因为这并未说明这些同构的复合恰为 s.)

由 G 保持直和可知, 典范同态 a :
⊕

i∈I GYi → G(
⊕

i∈I Yi) 为同构, 且诱导同构 a∗ : HomC(X,⊕
i∈I GYi)→ HomC(X,G

⊕
i∈I Yi)使得下图中的右下角三角形可交换.又因为 X 为 C 中的紧对象,所

以典范同态 t :
⊕

i∈I HomC(X,GYi)→ HomC(X,
⊕

i∈I GYi) 为同构, 且下图中的左下角三角形可交换:

⊕
i∈I

HomD(FX, Yi) s //

��

HomD

(
FX,

⊕
i∈I

Yi

)

��

HomD(FX, Yi)

jjTTTTTTTTTT
44jjjjjjjj

��
HomC(X,GYi)

ttjjjjjjjjjjj

**TTTTTTTTTT
��⊕

i∈I

(X,GYi) t //
(
X,

⊕
i∈I

GYi

)
a∗ //

(
X,G

⊕
i∈I

Yi

)
.

(2.1)

再由直和的定义可知上面的三角形可交换, 而由伴随同构的自然性可知左右两个四边形可交换. 从而

最外层的长方形可交换, 故 s 为同构.

注 2.6 由引理 2.5 知, 加法范畴间的等价函子总是保持紧对象的. 特别地, 对于三角范畴中的

紧对象 X, X[n] 也是紧对象, n ∈ Z.
我们将在推论 5.8 中看到, 若 C 和 D 都是紧生成三角范畴, 则引理 2.5 的逆对三角函子也成立.

引理 2.7 (i)设 (F,G)是 Abel范畴之间的伴随对. 若 G是正合函子,则 F 保持投射对象;若 F

是正合函子, 则 G 保持内射对象.

(ii) 设 (F,G, η) 是加法范畴之间的伴随对, 且 G 为忠实函子, f : FX → Y 为态射. 若 ηX,Y f :

X → GY 是满态射, 则 f 也是满态射.

(iii) 设 (F,G, η) 是加法范畴之间的伴随对, 且 F 为忠实函子, f : FX → Y 为态射. 若 f 是单态

射, 则 ηX,Y f : X → GY 也是单态射.

证明 (i)设 P 为投射对象.显然, Hom(P,−)是正合的. 于是由 G的正合性和自然同构 Hom(FP,

−) ∼= Hom(P,G−) 可知, Hom(FP,−) 正合, 即 FP 为投射的.
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(ii) 设 h : Y → Z 为态射且 hf = 0. 要证 h = 0. 这由如下交换图以及 G 的忠实性即知:

(FX, Y )

(FX,h)

��

ηX,Y // (X,GY )

(X,Gh)

��
(FX,Z)

ηX,Z // (X,GZ).

(iii) 类似可证.

关于三角函子的一个基本结果是, 若 (F,G) 是三角范畴之间的伴随对, 则 F 是三角函子当且仅

当 G是三角函子 (参见文献 [11, 第 6.7小节]、[12, 引理 8.3]和 [5, 第 179页]).详细证明参见文献 [13,

第 17 页]. 这与 Abel 范畴之间的伴随对有很大不同: 若 (F,G) 是 Abel 范畴之间的伴随对, 则 F 是右

正合函子, G 是左正合函子; 并且即便 F 正合, G 也未必正合; 即便 G 正合, F 也未必正合, 如经典的

张量 -Hom 伴随对.

2.3 Serre 函子

设 C 为域 k 上 Hom- 有限范畴. k- 线性函子 S : C → C 称为右 Serre 函子, 如果对任意对

象 X 和 Y , 存在 k- 同构 HomC(X,Y ) ∼= HomC(Y, SX)∗, 且该同构对于 X 和 Y 都是自然的, 其中

(−)∗ = Homk(−,k). 称 C 有 Serre函子,如果 C 有一个右 Serre函子 S 且 S 是等价函子,换言之, C 同
时有左、右 Serre 函子 (参见文献 [7, 8]). 设 C 是域 k 上 Hom- 有限的 Krull-Schmidt 三角范畴, 则 C
有 Serre 函子当且仅当 C 有 Auslander-Reiten 三角, 参见文献 [8, 定理 I.2.4].

引理 2.8 [6] 设 C 和 D 为具有 Serre 函子的范畴, F : C → D 为加法函子且有右伴随 G, 则 F 有

左伴随 S−1
C GSD, 且 G 有右伴随 SDFS−1

C , 其中 SC 和 SD 分别为 C 和 D 的右 Serre 函子.

证明 对任意 X ∈ C 和 Y ∈ D, 有

HomC(S
−1
C GSDY,X) ∼= HomC(X,GSDY )∗ ∼= HomD(FX,SDY )∗ ∼= HomD(Y, FX).

类似可证, (G,SDFS−1
C ) 为伴随对.

设 A 是有限维代数. 记 Db(A-mod) 是有限生成 A- 模的有界导出范畴, Kb(A-proj) (Kb(A-inj))

是有限生成投射 (内射) A- 模的有界同伦范畴.

引理 2.9 (参见文献 [14, 引理 1.5 和定理 3.4]) 设 A 是有限维代数, 则 A 是 Gorenstein 代数当

且仅当在 Db(A-mod) 中, Kb(A-proj) = Kb(A-inj). 此时, Kb(A-proj) 有 Serre 函子.

3 D∗(R-Mod)D∗(R-Mod)D∗(R-Mod) 中的紧对象

设 R 是环, R-Mod 为 R 上的左模范畴. 记 R-Proj 是所有投射 R- 模构成的子范畴, R-proj 为所

有有限生成投射 R- 模构成的子范畴, 则 R-Proj = AddR, R-proj = addR, 其中 AddR 是 R-Mod 中 R

的所有直和的直和项构成的子范畴, addR 是 R-mod中 R 的所有有限直和的直和项构成的子范畴.记

D∗c(R-Mod)为 D∗(R-Mod)中所有紧对象构成的满子范畴,其中 ∗ ∈ {b,−,blank}. 本节的目的是确定
D∗c(R-Mod).
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3.1 ⟨C⟩csum⟨C⟩csum⟨C⟩csum 中的紧对象

设 T 是有直和的三角范畴. 记 T c 为所有紧对象构成的子范畴. 由五引理知 T c 是 T 的厚子范
畴,即 T c 是 T 的三角子范畴且对直和项封闭. 注意,对直和封闭的三角子范畴总是厚子范畴 (参见文

献 [15] 或 [13, 命题 3.6.1]).

命题 3.1 (参见文献 [9, 引理 2.2]) 设 T 为有直和的三角范畴, C 为 T 中的一个紧对象集. 记

⟨C⟩sum 为 T 的含有 C 且对直和封闭的最小三角子范畴, ⟨C⟩sumand 为 T 中含有 C 且对直和项封

闭的最小三角子范畴, 则 ⟨C⟩csum = ⟨C⟩summand. 特别地, ⟨C⟩csum = T c ∩ ⟨C⟩sum.

证明 不失一般性可设 C 对 [1] 和 [−1] 封闭. 注意到 ⟨C⟩summand ⊆ T
c. 因 ⟨C⟩sum 对直和封

闭, 故它对直和项也封闭, ⟨C⟩summand ⊆ ⟨C⟩sum. 于是, ⟨C⟩summand ⊆ T
c ∩ ⟨C⟩sum ⊆ ⟨C⟩csum.

反之, 设 X ∈ ⟨C⟩csum. 由定义可知, HomT (X,−) 与 ⟨C⟩sum 中直和可交换. 但它与 T 中的
直和是否可交换尚未可知. 对两个态射 X = X ← 0 应用下述引理 3.2 可得 X ′ 0→ X, 使得存在

好三角 X ′ 0→ X → W → X ′[1] 且 W ∈ ⟨C⟩summand. 由此可知, X 是 W 的一个直和项, 从而,

X ∈ ⟨C⟩summand.

引理 3.2 (参见文献 [9, 引理 2.3]) 设 T 和 C 同命题 3.1, X ∈ ⟨C⟩csum, 则对任意两个态射

X
a→ Y

f← Y ′, 若好三角 Y ′ f→ Y
g→ Z → Y ′[1] 满足 Z ∈ ⟨C⟩sum, 则存在态射 X ′ b→ X 使得好三角

X ′ b→ X →W → X ′[1] 满足 W ∈ ⟨C⟩summand, 且复合态射 ab : X ′ → Y 可经过 f : Y ′ → Y 分解.

证明 不失一般性可设 C 对 [1] 和 [−1] 封闭. 由定义可知, ⟨C⟩sum =
∪

i>0⟨C⟩sum,i, 其中

⟨C⟩sum,0 是 T 中由 C 中对象的直和构成的子范畴, 且对 i > 1, ⟨C⟩sum,i 为 T 中由对象类

{Z |存在好三角 U → Z → V → U [1], U, V ∈ ⟨C⟩sum,i−1}

构成的子范畴. 对 l(Z) 用数学归纳法, 其中 l(Z) 为满足 Z ∈ ⟨C⟩sum,n 最小的整数 n.

若 l(Z) = 0, 则 Z =
⊕

i∈I Zi, Zi ∈ C. 由假设知,⊕
i∈I

Hom(X,Zi) ∼= Hom

(
X,

⊕
i∈I

Zi

)
.

于是, ga : X → Z 可经过 F 分解, 其中 F 是 Z 的直和项且 F 是 Zi 的有限直和. 显然,

F ∈ ⟨C⟩summand.

将 X → F 嵌入好三角, 由下图中间方块的交换性可得态射 X ′ b→ X 满足所需:

X ′ b //

���
� X //

a
��

F //

��

X ′[1]

��
Y ′ f // Y

g // Z // Y ′[1].

假设 l(Z) = n > 0, 则存在好三角 U → Z → V → U [1] 满足 U, V ∈ ⟨C⟩sum,n−1. 利用基变换可得

如下交换图:

V [−1]

��

V [−1]

��
Y ′ d // Y ′′ //

c
��

U //

��

Y ′[1]

Y ′ f // Y

��

// Z

��

// Y ′[1]

��
V V // Y ′′[1],
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其中行、列均为好三角. 对两个态射 X
a→ Y

c← Y ′′, 用归纳假设可得态射 X ′′ b′′→ X, 使得存在好三角

X ′′ b′′→ X → W̃ → X ′′[1] 满足 W̃ ∈ ⟨C⟩summand, 且复合态射 ab′′ : X ′′ → Y 可经过 c : Y ′′ → Y 分解,

即存在某个 e : X ′′ → Y ′′ 使得 ab′′ = ce. 注意到 X ′′ ∈ ⟨C⟩csum.

对两个态射 X ′′ e→ Y ′′ d← Y ′, 用归纳假设可得态射 X ′ b′→ X ′′, 使得存在好三角 X ′ b′→ X ′′ → W ′

→ X ′[1] 满足 W ′ ∈ ⟨C⟩summand, 且复合态射 eb′ : X ′ → Y ′′ 可经过 d : Y ′ → Y ′′ 分解.

由此可得态射 X ′ b′′b′→ X, 使得复合态射 ab′′b′ : X ′ → Y ′′ 可经过 f = cd : Y ′ → Y 分解. 由八面体

公理得到交换图

X ′

b′ ��

X ′

b′′b′ ��
X ′′ b′′ //

��

X

��

//
W̃

// X ′′[1]

��
W ′ //

��

W //

��

W̃
//

��

W ′[1]

X ′[1] X ′[1] // X ′′[1].

由此结论得证.

3.2 Kb(P(A))Kb(P(A))Kb(P(A)) 的描述

引理 3.3 设 A 是有足够多投射对象的 Abel 范畴, P := P(A) 是其投射对象构成的子范畴. 设

X ∈ D∗(A), 其中 ∗ ∈ {b,−,blank}, 则 X ∈ Kb(P) 当且仅当存在有限集 I(X) ⊆ Z, 使得 HomD∗(A)(X,

M [j]) = 0, ∀ j /∈ I(X), ∀M ∈ A.
证明 这里只证明充分性. 取拟同构 Q→ X 使得 Q ∈ K(P)和 Q是同伦投射的 (其存在性参见

文献 [13, 定理 4.5.4]). 断言 H−nQ = 0, ∀n /∈ I(X). 事实上, 由假设知,

0 = HomD∗(A)(X,Cokerd−n−1
Q [n]) = HomK(A)(Q,Cokerd−n−1

Q [n]).

从而典范满态射 π : Q−n → Cokerd−n−1
Q 可分解为 π = fd−n

Q , 其中 f : Q−n+1 → Cokerd−n−1
Q , 即

π(Kerd−n
Q ) = 0. 这就证明了断言.

由此可知, 在 D∗(A) 中, Q 同构于有界复形

· · · // 0 // Im d−n
Q

// Q−n+1 // · · · // Qm // Im dmQ // 0 // · · · ,

其中 n /∈ I(X), −m /∈ I(X).

至此,只需证明 Im d−n
Q ∈ P 且 Im dmQ ∈ P. 否则,可设M := ImdmQ /∈ P. 记 d̃m : Qm →M = ImdmQ

为 dmQ 诱导的典范满同态, 则

d̃m ∈ Ker(HomA(Q
m,M)

HomA(dm−1,M)−−−−−−−−−−→ HomA(Q
m−1,M));

但

d̃m /∈ Im(HomA(Q
m+1,M)

HomA(dm,M)−−−−−−−−−→ HomA(Q
m,M)),

否则, Imdm ↪→ Qm+1 为可裂单, 这与 M /∈ P 相矛盾. 从而, H−mHomA(Q,M) ̸= 0. 于是,

HomD∗(A)(X,M [−m]) ∼= HomD(A)(Q,M [−m]) ∼= HomK(A)(Q,M [−m])

= H−mHomA(Q,M) ̸= 0,

其中最后一个等号由关键公式可知. 这与 −m /∈ I(X) 矛盾.
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3.3 D∗(R-Mod)D∗(R-Mod)D∗(R-Mod) 中的紧对象

设 R 是环. 对 A := R-Mod 应用引理 3.3 得到下面的引理:

引理 3.4 设 R 是环, X ∈ D∗(R-Mod), 其中 ∗ ∈ {b,−,blank}, 则下述等价 :

(i) X ∈ Kb(R-proj);

(ii) X 为 D∗(R-Mod) 中紧对象, 且 X ∈ Kb(R-Proj);

(iii) X 为 D∗(R-Mod) 中紧对象, 且存在有限集 I(X) ⊆ Z, 使得 HomD∗(R-Mod)(X,M [j]) = 0,

∀ j /∈ I(X), ∀M ∈ R-Mod.

进而, Kb(R-proj) 对 D∗(R-Mod) 中的直和项封闭. 从而, Kb(R-proj) 是 D∗(R-Mod) 中包含 R 最

小的厚子范畴.

证明 (i)⇒ (ii) 显然. 由引理 3.3 直接得到 (ii)⇔ (iii). 对于 (ii)⇒ (i), 容易看出 X 的每一项都

在 R-proj 中.

由 (iii) 可知, Kb(R-proj) 对 D∗(R-Mod) 中的直和项封闭.

对 T := D∗(R-Mod) 应用命题 3.1 可得下面的定理.

定理 3.5 (参见文献 [9, 定理 2.1]、[11] 和 [3, 定理 2.1]) 设 R 是环, 则

D∗c(R-Mod) = Kb(R-proj),

其中 ∗ ∈ {b,−,blank}.

证明 在命题 3.1 中取 C := {RR}. 显然, D∗(R-Mod) = ⟨R⟩sum (参见文献 [13, 命题 5.3.3]). 由

引理 3.4 知, Kb(R-proj) = ⟨R⟩summand. 从而, 由命题 3.1 有 D∗c(R-Mod) = Kb(R-proj).

4 Coherent 函子范畴

4.1 函子范畴

设 C 是小加法范畴. 记 Func(Cop,Ab) 是 C 到 Abel 群范畴 Ab 的所有反变函子构成的范畴. 记

Func(C,Ab) 是 C 到 Ab 的共变函子范畴. 为确保函子间的自然变换是集合而非类, 需假设 C 是小范
畴. 但即便无此假设, 以下考虑也无问题.

引理 4.1 设 C 为小加法范畴, 则

(i) Func(Cop,Ab) 和 Func(C,Ab) 是 Abel 范畴.

(ii) 设 0 → F
α→ G

β→ H → 0 是 Func(Cop,Ab) (或 Func(C,Ab)) 中序列, 则它是正合列当且仅当

对每个对象 X ∈ C, 0→ FX
αX→ GX

βX→ HX → 0 是 Abel 群的正合列.

(iii) 若 C 有直和, 则 Func(Cop,Ab) 和 Func(C,Ab) 也有直和:
⊕

i∈I Fi 由 X 7→
⊕

i∈I(FiX) 给出.

证明 (i) 设 F
η→ G 是 C 到 Ab 的反变函子之间的自然变换, 则函子 Cokerη 由 X 7→ CokerηX

(∀X ∈ C) 给出. 直接验证可知典范满同态 GX
πX→ CokerηX 定义一个自然变换 π : G→ Cokerη. 同样,

函子 Kerη 由 X 7→ KerηX (∀X ∈ C)给出,且典范单同态 KerηX
σX→ FX 定义一个自然变换 Kerη

σ→ F .

显然, π : G→ Cokerη 的核典范同构于 σ : Kerη → F 的余核.

(ii) 由 (i) 的证明即可看出结论 (ii).

(iii)设 F 是由 X 7→
⊕

i∈I(FiX)确定的函子. 令 Fi
ei→ F 是由 ei,X : FiX → FX =

⊕
i∈I(FiX)给

出的自然变换, 其中 ei,X 是
⊕

i∈I(FiX) 的结构同态, 易证 (F, ei) 是 Fi 的直和.
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4.2 有限表现对象

设 A 是 Abel 范畴, P 是 A 的一些 (未必全部) 投射对象构成的子范畴. 一个对象 X ∈ A 称为关
于 P 是有限表现的, 如果存在正合列 P1 → P0 → X → 0, 其中 P0, P1 ∈ P. 记 FP(P) 为所有关于 P
有限表现的对象构成的子范畴.

命题 4.2 (参见文献 [1, 命题 2.1]) FP(P) 对扩张和余核闭.

证明 设 0→ C1 → C2 → C3 → 0为 A中正合列且 C1, C3 ∈ FP(P). 由马蹄引理有 C2 ∈ FP(P).
设 C2

f→ C3 → C4 → 0是正合列且 C2, C3 ∈ FP(P). 设 P1 → P0 → C2 → 0和 Q1 → Q0 → C3 → 0

分别是 C2 和 C3 在 P 中的有限表现, 即 Pi, Qi ∈ P. 由比较定理知, f : C2 → C3 诱导链映射, 仍记

为 f :

P • · · ·
f ��

// 0 // P1

b ��

dP // P0
//

a��
0

Q• · · · // 0 // Q1

dQ // Q0
// 0.

考虑同伦范畴 K(A) 中好三角 P • f−→ Q• → Cone(f)→ P •[1], 其中 Cone(f) = P •[1]⊕Q• 为映射锥

· · · → 0→ P1

(−dP
b )

−−−−→ P0 ⊕Q1
(a dQ)−−−−→ Q0 → 0.

由此可得长正合列

· · · → H1P
• → H1Q

• → H1Cone(f)→ H0P
• → H0Q

• → H0Cone(f)→ 0,

其中

H0P
• // H0Q

•

C2
f // C3

交换. 故

H0Cone(f) ∼= Cokerf ∼= C4.

再由正合列 P0 ⊕Q1 → Q0 → H0Cone(f)→ 0, 即知 C4 ∈ FP(P).

4.3 Coherent 函子

设 C 为加法范畴.仅考虑 C 到 Ab的反变函子. 对于共变函子有对偶的结果.将反变函子 HomC(−,
X) 简记为 (−, X). 我们将反变函子 F : C → Ab 写成 (共变) 函子 F : Cop → Ab. 函子 F : Cop → Ab

称为 coherent 函子, 如果存在 Func(Cop,Ab) 中的正合列 (−, X) → (−, Y ) → F → 0, 其中 X,Y ∈ C
(或等价地, 对任意 W ∈ C, (W,X) → (W,Y ) → FW → 0 是 Abel 群的正合列). 由 Yoneda 引理知两

个 coherent 函子之间的所有自然变换作成集合. 记 Ĉ 是 Cop 到 Ab 的 coherent 函子作成的范畴.

命题 4.3 设 C 是加法范畴, 则 Ĉ 是加法范畴, 并且

(i) Ĉ 有余核.

(ii) 如果 C 有弱核 (指 C 中的每个态射 Y → Z 都有弱核 X → Y , 即对每个 W ∈ C, (W,X) →
(W,Y )→ (W,Z) 都是 Abel 群的正合列), 则 Ĉ 有核且 Ĉ 是 Abel 范畴.

(iii) Ĉ 中任意函子将 C 中的直和变为 Ab 中直积.

(iv) 若 C 有直和, 则 (−, Xi) 在 Ĉ 中也有直和, 且
⊕

i∈I(−, Xi) = (−,
⊕

i∈I Xi) (它不是 Func(Cop,
Ab) 中的直和).
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(v) 若 C 有直和, 则 Ĉ 也有直和. 具体地, 设 Fi ∈ Ĉ, 且有 Func(Cop,Ab) 中正合列

(−, Xi)
(−,fi)→ (−, Yi)

πi→ Fi → 0,

其中 i ∈ I, I 为指标集. 设 (F, π)是 (−,
⊕

i∈I fi) : (−,
⊕

i∈I Xi)→ (−,
⊕

i∈I Yi)在 Func(Cop,Ab)中的

余核, 则 F 为 Fi 在 Ĉ 中的直和.

(vi) 若 C 有直和, 则由 X 7→ (−, X) 给出的 Yoneda 函子 Y : C → Ĉ 保持直和.

证明 设 F
η→ G 为自然变换, F,G ∈ Ĉ, 则有行正合的交换图

(−, X)
(−,f) //

(−,b)

��

(−, Y )
α //

(−,a)

��

F //

η

��

0

(−, X ′)
(−,g) // (−, Y ′)

β // G // 0.

由此可知 Ĉ 为加法范畴.

(i) 取 A 为 Abel 范畴 Func(Cop,Ab), P 为所有可表函子组成的子范畴. 由 Yoneda 引理知, 可表

函子是范畴 Func(Cop,Ab) 的投射对象. 由命题 4.2 知 Ĉ 有余核 (即便 C 不是小范畴, 这仍然成立).

(ii) 只需证 Kerη ∈ Ĉ. 设
(

c
−d

)
: Y ′′ → Y ⊕X ′ 为 (a, g) : Y ⊕X ′ → Y ′ 的一个弱核,

(
h
−j

)
: X ′′ →

Y ′′ ⊕X 为 (c, f) : Y ′′ ⊕X → Y 的一个弱核. 由追图法易知有如下行正合的交换图:

(−, X ′′)
(−,h) //

(−,j)

��

(−, Y ′′)
γ //

(−,c)

��

Kerη //

σ

��

0

(−, X)
(−,f) //

(−,b)

��

(−, Y )
α //

(−,a)

��

F //

η

��

0

(−, X ′)
(−,g) // (−, Y ′)

β // G // 0,

即 Kerη ∈ Ĉ.
(iii) 显然可表函子将 C 中直和变成直积. 再由蛇引理可知 coherent 函子也将直和变成直积.

(iv) 设 ei : Xi →
⊕

i∈I Xi 是 C 中直和
⊕

i∈I Xi 的结构态射. 下面证明 (−, ei) : (−, Xi) → (−,⊕
i∈I Xi)是直和

⊕
i∈I(−, Xi)中的结构态射. 事实上, 对任意 i ∈ I, 设 ui 为从 (−, Xi)到 coherent函

子 G 的任意自然变换. 由 Yoneda 引理和命题 4.3(iii), 有

Hom

((
−,

⊕
i∈I

Xi

)
, G

)
∼= G

(⊕
i∈I

Xi

)
∼=

∏
i∈I

G(Xi).

对任意 i ∈ I, 令 xi = ui,Xi(IdXi) ∈ G(Xi), 则 (xi)i∈I ∈
∏

i∈I G(Xi). 由上述同构知, 存在唯一的自然

变换 u : (−,
⊕

i∈I Xi)→ G, 使得对每个 i ∈ I, 有 u(−, ei) = ui. 从而, (−,
⊕

i∈I Xi) =
⊕

i∈I(−, Xi).

(v) 设 Fi ∈ Ĉ, 且对 i ∈ I, (−, Xi)
(−,fi)→ (−, Yi)

πi→ Fi → 0 是 Func(Cop,Ab) 中正合列. 设 (F, π) 是

(−,
⊕

i∈I fi) : (−,
⊕

i∈I Xi)→ (−,
⊕

i∈I Yi) 在 Func(Cop,Ab) 中的余核, 则有 Func(Cop,Ab) 中正合列(
−,

⊕
i∈I

Xi

)
(−,

⊕
i∈I fi)−−−−−−−−→

(
−,

⊕
i∈I

Yi

)
π→ F → 0,
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从而, F ∈ Ĉ. 断言 F 就是 Fi (i ∈ I)在 Ĉ 中的直和.事实上,设 ei : Xi →
⊕

i∈I Xi 和 e′i : Yi →
⊕

i∈I Yi

分别是
⊕

i∈I Xi 和
⊕

i∈I Yi 的结构态射. 由余核的定义可知, 对 i ∈ I, 存在唯一态射 wi 使得 wiπi

= π(−, e′i). 下证 wi 即为直和
⊕

i∈I Fi 中的结构态射. 对于 G ∈ Ĉ 和任意一族态射 ui : Fi → G (i ∈ I),

我们有

(−, Xi)
(−,fi) //

(−,ei)

��

(−, Yi)
πi //

(−,e′i)

��

Fi

wi

��

ui

zztttttt
// 0

G(
−,

⊕
i∈I

Xi

)
(−,

⊕
i∈I fi)//

(
−,

⊕
i∈I

Yi

)
π //

u
88pppppp

F

v
aaD

D
D

D
// 0.

由 (iv) 的证明可知, (−, ei) 与 (−, e′i) 分别是直和
⊕

i∈I(−, Xi) = (−,
⊕

i∈I Xi) 与
⊕

i∈I(−, Yi) =

(−,
⊕

i∈I Yi) 的结构态射. 因此存在唯一态射 u 使得 uiπi = u(−, ei). 显然, u(−,
⊕

i∈I fi) = 0. 由余核

的定义知, 存在唯一态射 v 使得 u = vπ. 于是, 对任意 i ∈ I, 有 vwiπi = vπ(−, e′i) = u(−, e′i) = uiπi,

故 vwi = ui.

(vi) 由本命题结论 (iv) 即知 (vi).

注 4.4 命题 4.3(iv)说, (−,
⊕

i∈I Xi)是 (−, Xi) (i ∈ I)在 Ĉ中的直和,但它不是在 Func(Cop,Ab)
中的直和, 见引理 4.1(iii). 因此, 命题 4.3(iv) 不能理解为

⊕
i∈I(W,Xi) ∼= (W,

⊕
i∈I Xi), 而只能理解为(⊕

i∈I

(−, Xi)

)
(W ) ∼=

(
W,

⊕
i∈I

Xi

)
.

4.4 Coherent 函子的限制

设 C 是有直和的加法范畴, S0 是 C 的一个对象集. 记 AddS0 为包含 S0 且对直和与直和项都封
闭的 C 的最小加法子范畴. 记 S := AddS0. 考虑 S 到 Ab 的反变 coherent 函子范畴 Ŝ. 在命题 4.3(i)

–4.3(v) 中用 S 替换 C 即得下面的推论.

推论 4.5 (i) Ŝ 是有余核的加法范畴.

(ii) 若 C 有弱核, 则 S 也有弱核, 进而 Ŝ 为 Abel 范畴.

(iii) Ŝ 中函子将 S 中直和变为 Ab 中直积.

(iv) 设 Si ∈ S, i ∈ I, 则 (−, Si) |S (i ∈ I) 在 Ŝ 中的直和存在, 且在 Ŝ 中有
⊕

i∈I(−, Si) |S =

(−,
⊕

i∈I Si) |S (注意, 这不是 Func(Sop,Ab) 中的直和).

(v) Ŝ 有直和. 具体地, 设 Fi ∈ Ĉ, i ∈ I, 且 (−, S1,i) |S
(−,fi) |S−−−−−→ (−, S0,i) |S

πi→ Fi → 0 在 Func(Sop,
Ab) 中正合, 其中 S0,i ∈ S, S1,i ∈ S. 设 (F, π) 是 (−,

⊕
i∈I fi) |S : (−,

⊕
i∈I S1,i) |S → (−,

⊕
i∈I S0,i) |S

的余核, 则 F 为 Fi 在 Ŝ 中的直和.

证明 只需证 (ii). 设 Y → Z 为 S 中任意态射, X → Y 为 Y → Z 在 C 中的弱核. 取 X 的右 S-
逼近 S̃ → X, 其中 S̃ :=

⊕
S∈S0

S⊕HomC(S,X) ∈ S, 则对每个对象 S ∈ S, Hom(S, S̃)→ Hom(S,X) 为满

射. 进而 S̃ → Y 为 Y → Z 在 S 中的弱核.

引理 4.6 设 C 是有直和与弱核的加法范畴, S0 是 C 的一个对象集, S := AddS0. 若 F ∈ Ĉ, 则
F |S ∈ Ŝ. 进而,由 F 7→ F |S 给出的限制函子 Func(Cop,Ab)→ Func(Sop,Ab)诱导出正合函子 Ĉ → Ŝ.

证明 设 (−, C1)
(−,a)→ (−, C0)

π→ F → 0 是 Func(Cop,Ab) 中正合列, C0, C1 ∈ C. 取 C0 的右 S-
逼近 b : S0 → C0, 则有满态射 (−, S0) |S → F |S . 设

(−d
c

)
: W → S0 ⊕ C1 是 (b, a) : S0 ⊕ C1 → C0 在 C
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中的弱核, 则

(−,W )
(−,(−d

c ))→ (−, S0 ⊕ C1)
(−,(b,a))→ (−, C0)→ 0

是 Func(Cop,Ab) 中正合列. 由此可得如下行正合的交换图:

(−,W )
(−,d) //

(−,c)

��

(−, S0)
π(−,b) //

(−,b)

��

F // 0

(−, C1)
(−,a) // (−, C0)

π // F // 0.

再取 W 的一个右 S- 逼近 S1 → W , 则 (−, S1) |S → (−,W ) |S 为满态射. 由此可得 Func(Sop,Ab) 中

正合列 (−, S1) |S → (−, S0) |S → F |S → 0, 即 F |S ∈ Ŝ.

4.5 Yoneda 函子 Y : C → ŜY : C → ŜY : C → Ŝ 何时保持可数直和

由引理 4.6, 考虑函子 Y : C → Ŝ, C 7→ (−, C) |S , 即它是函子 C → Ĉ, C 7→ (−, C) 和限制函子

Ĉ → Ŝ 的复合.

现在的问题是, 何时 Yoneda 函子 Y : C → Ŝ 能保持可数直和? 换言之, 对 C 中可数多个对象 Xi,

何时典范态射
⊕

i∈I(−, Xi) |S → (−,
⊕

i∈I Xi) |S 是自然同构? 比较命题 4.3(iv) 和推论 4.5(iv). 这个

问题与 Brown 可表示定理紧密相关, 见 Neeman 的证明 (参见文献 [4, 定理 8.3.3]). Krause 在文献 [2,

引理 3] 中引入了如下条件.

(G2) 设 Xi → Yi (i ∈ I) 是 C 中态射, 其中 I 是可数集. 若对任意 S ∈ S0 以及 i ∈ I, (S,Xi) →
(S, Yi) 是满射, 则对任意 S ∈ S0, 诱导同态 (S,

⊕
i∈I Xi)→ (S,

⊕
i∈I Yi) 是满射.

例 4.7 设 C 是有直和的加法范畴, S0 是 C 中的一个紧对象集, 则 S0 满足 (G2).

关键引理 4.8 (参见文献 [2, 引理 3]) 设 C 是有直和与弱核的加法范畴, S0 是 C 的一个对象集,

S := AddS0, 则 Yoneda 函子 Y : C → Ŝ, X 7→ (−, X) |S 保持可数直和当且仅当 S0 满足 (G2).

换言之,对任意 Xi ∈ C, i ∈ I (I 是可数指标集),典范态射
⊕

i∈I(−, Xi) |S → (−,
⊕

i∈I Xi) |S 为自
然同构当且仅当 S0 满足 (G2).

证明 设 Xi (i ∈ I) 是 C 中一族对象, 其中 I 是可数集. 由引理 4.6 可知, (−, Xi) |S 和
(−,

⊕
i∈I Xi) |S 是 Ŝ 中对象. 由推论 4.5(v) 有

⊕
i∈I((−, Xi) |S) ∈ Ŝ. 对每个 i ∈ I, 取 Xi 的一个右 S-

逼近 Si → Xi,则对任意 i ∈ I, (−, Si) |S → (−, Xi) |S 是满态射,进而
⊕

i∈I(−, Si) |S →
⊕

i∈I(−, Xi) |S
是满态射. 于是有 Ŝ 中交换图

⊕
i∈I

(−, Si)

∣∣∣∣
S

= ��

//
⊕
i∈I

(−, Xi)

∣∣∣∣
S
,

a��(
−,

⊕
i∈I

Si

) ∣∣∣∣
S

b //
(
−,

⊕
i∈I

Xi

) ∣∣∣∣
S
,

(4.1)

其中上行的态射是满态射, 左边恒等态射由推论 4.5(iv) 给出, 右边态射 a 为典范单态射, (4.1) 的交换
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性由下图看出:

⊕
i∈I

(−, Si)

∣∣∣∣
S

��

//
⊕
i∈I

(−, Xi)

∣∣∣∣
S

��

(−, Si) |S

hhQQQQQQQQ

vvmmmmmmm
// (−, Xi) |S

((RRRRRRR

66llllllll

(
−,

⊕
i∈I

Si

) ∣∣∣∣
S

//
(
−,

⊕
i∈I

Xi

) ∣∣∣∣
S
,

其中每个三角形和每个梯形都是交换的. 由交换图 (4.1) 知 a 是自然同构当且仅当 b 是满态射.

若 S0 满足 (G2), 则 b 为满态射, 从而, a 为自然同构. 反之, 若 a 为自然同构, 则 S0 满足 (G2).

事实上, 设对任意 S ∈ S0, (S,Xi) → (S, Yi) 是满射, 即 (−, Xi) |S → (−, Yi) |S 是满态射. 因直和保持

满同态, 故
⊕

i∈I(−, Xi) |S →
⊕

i∈I(−, Yi) |S 是满态射. 但 a 对 Xi 和 Yi 均为自然同构, 由交换图

⊕
i∈I

(−, Xi)

∣∣∣∣
S

��

a //
(
−,

⊕
i∈I

Xi

) ∣∣∣∣
S

��⊕
i∈I

(−, Yi)

∣∣∣∣
S

a //
(
−,

⊕
i∈I

Yi

) ∣∣∣∣
S
,

知 (−,
⊕

i∈I Xi) |S → (−,
⊕

i∈I Yi) |S 是满态射, 即 S0 满足 (G2).

5 Brown 可表示定理及其应用

5.1 Brown 可表示定理

定义 5.1 设 T 是有直和的三角范畴.称 T 满足 Brown可表示定理,如果将 T 中直和变成直积
的任意上同调反变函子 F : T → Ab 均是可表函子, 即存在 X ∈ T 使得 F ∼= HomT (−, X).

对 T 的一个对象集 S0, 考虑如下条件:

(G1)设 Z 是 T 中对象.若对任意 S ∈ S0,有 (S,Z) = 0,则 Z = 0 (注意, (S,Z)是指 HomT (S,Z)).

设 T 是有直和的三角范畴. 称 T 是完备生成的, 如果存在 T 的一个对象集 S0 同时满足 (G1) 和

(G2). 此时, 我们也称 T 是由 S0 完备生成的.

为方便起见, 将 T 的包含 S0 且对直和封闭的最小三角子范畴记为 ⟨S0⟩, 即第 2.1 小节中的

⟨S0⟩sum.

定理 5.2 (参见文献 [3, 定理 3.1]、[5, 定理 8.3.3] 和 [2, 定理 A]) 设 T 是由 S0 完备生成的三角
范畴, 则 T 满足 Brown 可表示定理且 T = ⟨S0⟩.
注 5.3 该定理由 Krause 在文献 [2, 定理 A] 中给出: 原证省略太多; 下述证明是从 Neeman 在

文献 [5, 定理 8.3.3] 中的证明并加以细化得到.

因为对直和封闭的三角子范畴总是厚子范畴 (参见文献 [13,命题 3.6]),故 ⟨S0⟩是厚子范畴.注意,

此处 ⟨S0⟩ 对直和封闭: 在有些文献中, ⟨S0⟩ 表示 T 的包含 S0 的最小三角子范畴, 并不要求对直和

封闭.
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5.2 定理 5.2 的证明

不失一般性可设 S0 对 [1] 和 [−1] 封闭. 令 S := AddS0.
第 1 步 存在态射序列 X0

ϕ0→ X1
ϕ1→ X2

ϕ2→ · · · , 其中 Xi ∈ ⟨S⟩ = ⟨S0⟩, 使得
(1) 对任意 i > 0, 存在自然变换 πi : (−, Xi)→ F , 使得 πi |S : (−, Xi) |S → F |S 为满态射;

(2) πi+1(−, ϕi) = πi.

下面归纳定义 Xi. 令 U :=
∪

S∈S0
FS. 对任意元素 x ∈ U , 令 S0,x := {S ∈ S0 | x ∈ FS}, 定义

X0 :=
⊕
x∈U

⊕
S∈S0,x

S ∈ S.

因为 F 将直和变成直积, 所以,

FX0 :=
∏
x∈U

∏
S∈S0,x

FS ∈ Ab.

由 Yoneda 引理 Hom((−, X0), F ) ∼= F (X0), 可定义与元素 (x) ∈ FX0 =
∏

x∈U

∏
S∈S0,x

FS (即 (x) 的

第 x 个分量为 x) 对应的自然变换 π0 : (−, X0)→ F . 由定义知, π0 |S : (−, X0) |S → F |S 为满同态.

(事实上, 只需证明对每个 S ∈ S0, π0,S : (S,X0) → FS 是满射. 对任意 x ∈ FS, 显然有 x ∈ U ,

S ∈ S0,x, 且 S 为 X0 的直和项. 设 eS : S → X0 为结构态射. 由如下交换图:

(X0, X0)
(eS ,X0)−−−−−→ (S,X0)

π0,X0

y yπ0,S

FX0
FeS−−−−→ FS

知 π0,S(eS) = π0,S(eS , X0)(IdX0) = FeSπ0,X0(IdX0) = FeS((x)) = x, 其中最后一个等式由如下交换图

得到:

FX0
FeS // FS

∏
x∈U

∏
S∈S0,x

FS.

pS

99tttttttttt

这就证明了 π0,S 是满的.)

假设已经构造了 X0, . . . , Xi. 在 Abel范畴 Func(T op,Ab)中,考虑正合列 0→ Ki
σi→ (−, Xi)

πi→ F ,

即对每个 X ∈ T , Ki := Kerπi 且 KiX = Kerπi,X .

令 Ui :=
∪

S∈S0
KiS. 对于元素 x ∈ Ui, 由 Hom 集的不交性可知, 存在唯一的对象 S ∈ S0, 使得

x ∈ Kerπi,S , 即 x : S → Xi 满足 πi,S(x) = 0 ∈ FS. 令

Ti :=
⊕
x∈Ui

x:S→Xi
πi,S(x)=0

S ∈ S.

由 (Ti, Xi) =
∏

x∈Ui
x:S→Xi

πi,S(x)=0

(S,Xi) 可得 vi : Ti → Xi, 使得 vi = (x) ∈
∏

x∈Ui
x:S→Xi

πi,S(x)=0

(S,Xi).
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设 Ti
vi→ Xi

ϕi→ Xi+1
θi→ Ti[1] 是好三角, 则 Xi+1 ∈ ⟨S⟩ = ⟨S0⟩. 由自然变换 πi : (−, Xi) → F 可得

如下 Abel 群的行正合交换图:

(Xi+1, Xi)
(−,ϕi) //

πi,Xi+1��

(Xi, Xi)
(−,vi) //

πi,Xi��

(Ti, Xi)

πi,Ti��

∏
(S,Xi)∏

πi,S��
FXi+1

Fϕi // FXi
Fvi // FTi

∏
FS,

其中下行的正合性由 F 是上同调函子可知. 由 vi : Ti → Xi 的定义知,

Fvi(πi,Xi(IdXi)) =
∏
x∈Ui

x:S→Xi
πi,S(x)=0

(πi,S(x)) = 0.

于是存在 π′
i+1 ∈ FXi+1 使得 Fϕi(π

′
i+1) = πi,Xi(IdXi). 由 Yoneda 引理得到自然变换 πi+1 : (−, Xi+1)

→ F 使得 πi+1,Xi+1(IdXi+1) = π′
i+1, 且 πi+1(−, ϕi) = πi. 又因 πi |S 是满态射, 故 πi+1 |S 是满态射.

第 2 步 对每个 i > 0, 存在自然同构 Ker(−, ϕi) |S ∼= Ki |S .
设 0 → Ker(−, ϕi)

ai→ (−, Xi)
(−,ϕi)→ (−, Xi+1) 是 Abel 范畴 Func(T op,Ab) 中正合列. 因 πiai

= πi+1(−, ϕi)ai = 0且 σi : Ki → (−, Xi)是 πi : (−, Xi)→ F 的核,故存在唯一自然变换 bi : Ker(−, ϕi)

→ Ki 使得 ai = σibi. 因 ai 是单态射, 故 bi 是单态射. 故只需证明对任意 S ∈ S, bi,S : Ker(−, ϕi)(S)

→ KiS = Kerπi,S 是满射. 这本质上是因为 vi : Ti → Xi 的构造. 具体来说, 设 xS ∈ Kerπi,S , 即

xS : S → Xi 满足 πi,S(xS) = 0 ∈ FS. 设

eS : S → Ti =
⊕
x∈Ui

x:S→Xi
πi,S(x)=0

S′

是结构态射. 考虑正合列 (S, Ti)
(−,vi)→ (S,Xi)

(−,ϕi)→ (S,Xi+1). 由以下交换图知: vieS = xS .

(Xi, Xi)
(vi,Xi)//

(xS′ ,Xi)
**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT (Ti, Xi)

( ⊕
x∈Ui

S′, Xi

)
pS′=(eS′ ,Xi)

��
(S′, Xi).

于是, 0 = (−, ϕi)(−, vi)(eS) = (−, ϕi)(vieS) = (−, ϕi)(xS), 从而存在 y ∈ Ker(−, ϕi)(S) 使得 xS =

ai,s(y) = σi,Sbi,S(y) = bi,S(y) (注意, σi,S 是嵌入). 这就证明了对每个 S ∈ S, bi,S : Ker(−, ϕi)(S) →
KiS = Kerπi,S 是满射. 于是, Ker(−, ϕi) |S ∼= Ki |S .
第 3 步 对每个 i > 1, 存在自然同构 (−, Xi) |S ∼= F |S ⊕Ki |S .
由第 2 步有行正合交换图

0 // Ki |S
σi |S //

0 ��

(−, Xi) |S
πi |S //

(−,ϕi) |S ��

F |S //
ιi

vvl l l l 0

0 // Ki+1 |S // (−, Xi+1) |S
πi+1 |S // F |S // 0.

于是 (−, ϕi) |S 可经过 σi |S 的余核分解, 即 (−, ϕi) |S = ιiπi |S . 因此, πi+1 |Sιi = IdF |S .
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第 4 步 考虑 Abel 范畴 Ŝ 中态射序列

(−, X1) |S
(−,ϕ1) |S→ (−, X2) |S

(−,ϕ2) |S→ (−, X3) |S
(−,ϕ3) |S→ · · · .

由第 3 步知上述序列恰为如下两个序列的直和:

F |S
=→ F |S

=→ F |S
=→ · · · , K1 |S

0→ K2 |S
0→ K3 |S

0→ · · · .

由此得 Ŝ 中如下两个正合列:

0→
∞⊕
1

F

∣∣∣∣
S

1−“shift”−−−−−−−→
∞⊕
1

F

∣∣∣∣
S
→ F |S → 0, 0→

∞⊕
1

Ki

∣∣∣∣
S

=→
∞⊕
1

Ki

∣∣∣∣
S
→ 0→ 0.

因此有 Ŝ 中正合列

0→
∞⊕
1

(−, Xi)

∣∣∣∣
S

1−“shift”−−−−−−−→
∞⊕
1

(−, Xi)

∣∣∣∣
S
→ F |S → 0. (5.1)

第 5 步 由 T 中序列 X1
ϕ1→ X2

ϕ2→ X3
ϕ3→ · · · 可得态射

⊕∞
1 Xi

1−ϕ−−−→
⊕∞

1 Xi, 其中 ϕ 为由

ϕei = ei+1ϕi 定义的 “平移” 函子. 设

∞⊕
1

Xi
1−ϕ−−−→

∞⊕
1

Xi
c→ Hocolim−−−−−→Xi →

( ∞⊕
1

Xi

)
[1]

是好三角. 令 X := Hocolim−−−−−→Xi ∈ ⟨S0⟩ (称之为该序列的同伦余极限 [15]). 考虑正合列 FX
Fc→

F (
⊕∞

1 Xi)
F (1−ϕ)−−−−−→ F (

⊕∞
1 Xi). 由 ϕ 的定义和 πi+1 = πi(−, ϕi) 可知, (πi,Xi(IdXi)) ∈

∏∞
1 FXi

∼=
F (

⊕∞
1 Xi) 在 F (1 − ϕ) 下的像为零. 因此, 对应的元素 π′ ∈ FX 满足 F (c)(π′) = (πi,Xi(IdXi)). 由

Yoneda 引理, π′ 就给出了自然变换 π : (−, X)→ F . 考虑 Ŝ 中正合列(
−,

∞⊕
1

Xi

) ∣∣∣∣
S

(−,1−ϕ)→
(
−,

∞⊕
1

Xi

) ∣∣∣∣
S
→ (−, X) |S →

(
−,

( ∞⊕
1

Xi

)
[1]

) ∣∣∣∣
S

(−,1−ϕ[1])→
(
−,

( ∞⊕
1

Xi

)
[1]

) ∣∣∣∣
S
. (5.2)

比较 (5.2) 和 (5.1), 由引理 4.8 有交换图

∞⊕
1
((−, Xi) |S)

1−“shift”//
∞⊕
1
((−, Xi) |S) // F |S

(
−,

∞⊕
1
Xi

) ∣∣∣∣
S

(−,1−ϕ) //

∼=
OO (

−,
∞⊕
1
Xi

) ∣∣∣∣
S

∼=
OO

(−,c) // (−, X).

π |S

OO

由此可知 (−, 1− ϕ) 是单态射. 因 S 对 [1] 和 [−1] 封闭, 故 1− ϕ[1] 也是单态射. 于是 (5.2) 即为

0→
(
−,

∞⊕
1

Xi

) ∣∣∣∣
S

(−,1−ϕ)−−−−−→
(
−,

∞⊕
1

Xi

) ∣∣∣∣
S
→ (−, X) |S → 0. (5.3)

比较 (5.3) 和 (5.1) 可看出 π |S : (−, X) |S ∼= F |S .
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第 6 步 断言 T = ⟨S0⟩.
事实上, 对于 Y ∈ T 考虑 F := (−, Y ). 由第 5 步知, 存在 X ∈ ⟨S0⟩ 使得

(−, X) |S
(−,a)∼= (−, Y ) |S .

设 X
a→ Y → Z → Y [1] 是好三角, 则 (−, Z) |S = 0. 由 (G1) 知 Z = 0. 于是, Y ∼= X ∈ ⟨S0⟩.
第 7 步 最后回到对 F 的讨论. 至此有 F |S ∼= (−, X) |S 并且 T = ⟨S0⟩ = ⟨S⟩. 容易看出

F ∼= (−, X). 这就完成了整个 Brown 可表示定理的证明. 2

5.3 紧生成三角范畴

定义 5.4 (参见文献 [3, 定义 1.7]) 设 T 是有直和的三角范畴. T 称为紧生成的, 如果存在 T 的
一个紧对象集 S0, 使得对任意 S ∈ S0, 若 (S,Z) = 0, 则 Z ∼= 0. 此时也称 T 是由 S0 紧生成的.

由例 4.7 知, 紧生成三角范畴总是完备生成的. 再由定理 5.2 可得下面的推论.

推论 5.5 (参见文献 [3, 定理 3.1] 和 [5, 定理 8.3.3]) 设 T 是由 S0 紧生成三角范畴, 则 T 满足
Brown 可表示定理且 T = ⟨S0⟩.
从 Brown 可表示定理直接看出如下关于紧生成三角范畴的另一个等价定义.

推论 5.6 (参见文献 [5, 定理 8.3.3 和命题 8.4.1]) 设 T 是有直和的三角范畴, 则 T 是由 S0 紧
生成当且仅当 T = ⟨S0⟩ 且 S0 是 T 的一个紧对象集.

证明 必要性由推论 5.5 即得. 下面证充分性. 由 T = ⟨S0⟩, 应用上同调函子容易验证 T 由 S0
紧生成.

5.4 右伴随函子存在的一个充分条件

有右伴随的函子保持直和 (引理 2.4). 由 Brown 可表示定理直接看到, 该命题的逆对于从紧生成

三角范畴间出发的三角函子也是成立的. 这就提供了三角函子的右伴随存在性的一个充分条件. 这是

Brown 可表示定理的一个重要应用.

定理 5.7 (参见文献 [5, 定理 8.4.4]) 设 F : C → D 是三角范畴间的三角函子, 且 C 是完备生成
的 (或紧生成的), 则 F 有右伴随当且仅当 F 保持直和.

证明 必要性见引理 2.4. 下证充分性. 设 F 保持直和.对任意 Y ∈ D,设 H := HomD(F (−), Y ) :

Cop → Ab. 因 F 是三角函子, 故 H 是上同调函子. 因 F 保持直和, 故 H 将 C 中直和变为 Ab 中直

积. 由定理 5.2 知, 存在唯一对象 Y ∈ C 使得 HomD(F (−), Y ) ∼= HomC(−, Y ). 不难看出, Y → Y 定义

了一个函子 G : D → C. 由 G 的定义即知 (F,G) 是伴随对.

5.5 右伴随何时是左伴随

保持直和的右伴随函子的左伴随总是保持紧对象的 (引理 2.5). 该命题的逆对紧生成三角范畴之

间的三角函子也成立. 这提供了右伴随函子也是左伴随的充要条件.

定理 5.8 (参见文献 [3, 定理 4.1 和 5.1]) 设 F : C → D 和 G : D → C 是紧生成三角范畴之间的
三角函子且 (F,G) 是伴随对, 则下述等价: (i) G 有右伴随; (ii) F 保持紧对象; (iii) G 保持直和.

证明 因为 D 是紧生成的, 故 (i)⇔ (iii) 由定理 5.7 保证. (iii)⇒ (ii) 即引理 2.5.

(ii)⇒ (iii) 假设 (2.1) 中 s 是同构. 从引理 2.5 的证明过程中可知, (2.1) 中最外围的方块可交换.

于是, 对 C 中任意紧对象 X, a∗ 为同构.
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设
⊕

i∈I GYi
a→ G

⊕
i∈I Yi → Z → (

⊕
i∈I GYi)[1] 是好三角, 则对任意紧对象 X ∈ C,

a∗ : HomC

(
X,

⊕
i∈I

GYi

)
→ HomC

(
X,G

(⊕
i∈I

Yi

))

是同构. 从而, HomC(X,Z) = 0. 由紧生成三角范畴的定义即知 Z = 0. 于是, 典范态射 a :
⊕

i∈I GYi

→ G(
⊕

i∈I Yi) 是同构, 即 G 保持直和.

引理 5.9 (参见文献 [16, 引理 2.6(a)]) 设 F : C → D 是三角范畴之间的三角函子且 F 有右伴

随 G. 若 C 是紧生成的, F 保持紧对象且限制函子 F |Cc : Cc → Dc 有右伴随 G0, 则 G 保持紧对象且

G |Dc ∼= G0.

证明 设 Y ∈ Dc. 只需证明 GY ∼= G0Y . 由 Yoneda 引理可知, 只需证明对每个 X ∈ C, 有
HomC(X,GY ) ∼= HomC(X,G0Y ). 又因为 C 是紧生成的, 故只需证明对每个 X ∈ Cc, 有

HomC(X,GY ) ∼= HomC(X,G0Y ).

事实上, 由假设知 HomC(X,GY ) ∼= HomD(FX, Y ) ∼= HomC(X,G0Y ).

6 Brown 可表示定理的对偶

Brown 可表示定理的对偶首次出现在文献 [4, 定理 2.1] 中, 然后被推广为文献 [5, 定理 8.6.1]. 下

述工作源于文献 [2, 定理 B]: 它是文献 [5, 定理 8.6.1] 的推广, 且只需更简单的条件 (G3).

6.1 对称生成的三角范畴

定义 6.1 (参见文献 [2, 定义 2]) 三角范畴 T 称为对称生成的, 如果存在 T 的两个对象集
(S0,U0), 使得 S0 满足 (G1), 且 (S0,U0) 满足 (G3):

(G3) 对 T 中任意态射 X → Y 和 S0 中任意对象 S, 诱导同态 (S,X) → (S, Y ) 是满射当且仅当

对任意 U ∈ U0, 其诱导同态 (Y, U)→ (X,U) 是单射.

此时也称 T 是由 (S0,U0) 对称生成的.

引理 6.2 三角范畴 T 是由 (S0,U0) 对称生成的当且仅当 U0 满足 (G1′) 且 (S0,U0) 满足 (G3′):

(G1′) 设 Z ∈ T . 若对任意 U ∈ U0, 有 (Z,U) = 0, 则 Z = 0.

(G3′) 设 X → Y 是 T 中态射, 则对任意 S ∈ S0, 诱导同态 (S,X)→ (S, Y ) 是单射当且仅当对任

意 U ∈ U0, 诱导同态 (Y, U)→ (X,U) 是满射.

证明 设 T 由 (S0,U0) 对称生成. 设对任意 U ∈ U0, 有 (Z,U) = 0. 考虑态射 0 → Z, 则对任

意 U ∈ U0, 诱导同态 (Z,U) → (0, U) 为单射. 由 (G3) 知, 对任意 S ∈ S0, (S, 0) → (S,Z) 是满同态,

即 (S,Z) = 0. 故由 (G1) 知 Z = 0, 即 (G1′) 成立. 下证 (G3′). 设对于态射 X → Y , 对任意 S ∈ S0,
诱导同态 (S,X) → (S, Y ) 均是单射. 考虑好三角 X → Y → Z → X[1]. 由正合列 (S, Y [−1]) →
(S,Z[−1]) → (S,X) → (S, Y ) 知 (S, Y [−1]) → (S,Z[−1]) 均为满射. 由 (G3) 知, 对任意 U ∈ U0, 有
(Z[−1], U) → (Y [−1], U) 均为单射. 再由正合列 (Y, U) → (X,U) → (Z[−1], U) → (Y [−1], U) 可见

(Y,U)→ (X,U) 均为满射. 另一方向类似可证. 这就证明了 (G3′).

反之, 若 U0 满足 (G1′) 且 (S0,U0) 满足 (G3′), 则类似可证 T 可由 (S0,U0) 对称生成.

推论 6.3 [2] 设 T 是三角范畴, 则 T 由 (S0,U0) 对称生成当且仅当 T op 由 (U0,S0) 对称生成.
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证明 注意到 (T op, [−1])也是三角范畴.因为 S0 在 T 中满足 (G1)且 (S0,U0)在 T 中满足 (G3),

等价于 S0 在 T op 中满足 (G1′)且 (U0,S0)在 T op 中满足 (G3′),所以,由引理 6.2即得要证的结论.

6.2 紧生成、对称生成与完备生成

命题 6.4 [2] 设 T 是有直和的三角范畴, 则

(i) 若 T 是紧生成的, 则 T 是对称生成.

(ii) 若 T 是由 (S0,U0) 对称生成的, 则 T 是由 S0 完备生成的.

证明 (i) 设 T 由一个紧对象集 S0 紧生成. 对任意对象 S ∈ S0, 考虑函子

F := HomZ(HomT (S,−),Q/Z) : T op → Ab.

显然, F 是上同调函子且将 T 中直和变成直积. 由推论 5.5 可知, 存在唯一对象 US ∈ T 使得 F

∼= (−, US). 令 U0 := {US | S ∈ S0}. 因为 Q/Z是 Ab的内射生成子,所以, T 是由 (S0,U0)对称生成的.

(ii) 设 T 是由 (S0,U0) 对称生成的. 设 Xi → Yi (i ∈ I) 是 C 中可数多个态射集, 其中 I 是可

数集. 若对任意 S ∈ S0 以及 i ∈ I, (S,Xi) → (S, Yi) 是满射, 则由 (G3) 知, 对任意 U ∈ U0, i ∈ I,

(Yi, U)→ (Xi, U)均为单射. 因为直积保单态射,故对任意 U ∈ U0,
∏

i∈I(Yi, U)→
∏

i∈I(Xi, U)是单射,

即 (
⊕

i∈I Yi, U)→ (
⊕

i∈I Xi, U) 是单射. 再由 (G3) 可知, 对任意 S ∈ S0, (S,
⊕

i∈I Xi)→ (S,
⊕

i∈I Yi)

是满射, 即 S0 满足 (G2).

6.3 Brown 可表示定理的对偶

定义 6.5 有直和的三角范畴 T 称为满足 Brown 可表示定理的对偶, 如果将 T 中直积变成直
积的任意上同调函子 F : T → Ab 均是可表函子, 即存在 X ∈ T 使得 F ∼= HomT (X,−) .
定理 6.6 (参见文献 [2, 定理 B]) 设 T 是由 (S0,U0) 对称生成的有直和的三角范畴, 则 T 有直

积, 满足 Brown 可表示定理的对偶且 T = ⟨S0⟩ = [U0], 其中 [U0] 表示 T 的包含 U0 且对直积封闭的
最小三角子范畴.

证明 首先证明 T 有直积, 从而 T op 有直和. 由命题 6.4 知, T 是由 S0 完备生成的, 故 T 满足
Brown 可表示定理且 T = ⟨S0⟩ (参见定理 5.2). 因此, 对任意对象集 {Xi | i ∈ I}, 函子

∏
i∈I(−, Xi):

X 7→
∏

i∈I(X,Xi) 为可表函子, 不妨设为 (−, X). 由直积的定义即知 X 就是直积
∏

i∈I Xi.

由推论 6.3知, T op 是由 (U0,S0)对称生成的,故由命题 6.4知 T op 由 U0 完备生成. 再由定理 5.2

知, T op 满足 Brown 可表示定理且 T op = ⟨U0⟩, 于是, T = [U0].
显然, 函子 F : T → Ab 自然地视为从 (T op)op 到 Ab 的函子. 因为 T op 满足 Brown 可表示定理,

所以存在 X ∈ T op, 使得

F ∼= HomT op(−, X) = (X,−),

即 T 满足 Brown 可表示定理的对偶.

由命题 6.4 和定理 6.6 即得下述重要结论.

推论 6.7 设 T 是由 S0 紧生成的三角范畴, 则 T 有直积且满足 Brown 可表示定理的对偶.

注 6.8 由此可见, Krause 引入对称生成三角范畴是重要创新, 因为无法对 T op 应用推论 5.5 直

接得到推论 6.7. 注意到紧对象的对偶也非实用的概念: 即使在模范畴中其存在性也有问题.

受篇幅所限, 本文避免涉及与无限集的基数相关的概念, 如 α- 完备生成三角范畴 (参见文献 [5]).

顺便提及, 优生成 (well generated) 三角范畴是完备生成的 (参见文献 [17, 第 121 页的定理 A]).
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6.4 左伴随存在的条件

有左伴随的函子保持直积 (引理 2.4). 下述定理指出该命题的逆对从紧生成三角范畴出发的三角

函子也成立. 这提供了三角函子存在左伴随的充分条件: 它是对偶 Brown 可表示定理的重要应用.

定理 6.9 设 F : C → D 是三角范畴之间的三角函子, 且 C 是对称生成的 (或紧生成的), 则 F

有左伴随当且仅当 F 保持直积.

证明 必要性参见引理 2.4. 下证充分性. 设 F 保持直积.对每个对象 Y ∈ D,考虑H := HomD(Y,

F−) : C → Ab, 则 H 是将直积变为直积的上同调函子. 由定理 6.6 可知, 存在唯一对象 Y ∈ C 使得
HomD(Y, F−) ∼= HomC(Y ,−). 不难看出 Y → Y 定义了函子 G : D → C 且 (G,F ) 是伴随对.

引理 6.10 (参见文献 [16, 引理 2.6(b)]) 设 F : C → D 为紧生成三角范畴之间的三角函子, 且有

右伴随 G. 若 F 保持紧对象,且限制函子 F |Cc : Cc → Dc 有左伴随,则 F 保持直积,从而 F 有左伴随.

证明 记 H : Dc → Cc 为 F |Cc : Cc → Dc 的左伴随, η : IdDc → F |CcH 为伴随对 (H,F |Cc) 的单

位. 对任意 Y ∈ Dc, X ∈ C, 考虑复合映射

αY,X : HomC(HY,X)
F→ HomD(FHY, FX)

HomD(ηY ,FX)−→ HomD(Y, FX).

这就给出自然变换 αY : HomC(HY,−) → HomD(Y, F−), 且当 X ∈ Cc 时, αY,X 是同构: 因为此时

αY,X = ηY,X , 其中 ηY,X 为 (H,F |Cc) 的伴随同构.

函子 HomC(HY,−) 和 HomD(Y, F−) 都是保持直和的上同调函子, 且这两个函子在 Cc 上的限制
自然同构. 因 C 紧生成, 故 HomC(HY,−) ∼= HomD(Y, F−). 对任意 Xi ∈ C (i ∈ I) 和 Y ∈ Dc, 有同构

HomD

(
Y, F

∏
i∈I

Xi

)
∼= HomC

(
HY,

∏
i∈I

Xi

)
∼=

∏
i∈I

HomC(HY,Xi)

∼=
∏
i∈I

HomD(Y, FXi) ∼= HomD

(
Y,

∏
i∈I

FXi

)
.

这一同构恰由典范态射 F
∏

i∈I Xi →
∏

i∈I FXi 所诱导. 因为 D 是紧生成的, 容易看出上述同构对于

任意 Y ∈ D 均成立. 由 Yoneda 引理即得 F
∏

i∈I Xi
∼=

∏
i∈I FXi.

6.5 伴随对的三分法

定理 6.11 [6] 设 C 和 D 是紧生成的三角范畴, 且 Cc 和 Dc 都有 Serre 函子. 设 F : C → D 是有
右伴随 G 的三角函子, 则下列三种情形必居其一:

(i) F 没有左伴随, 且 G 没有右伴随;

(ii) F 有左伴随, 或 G 有右伴随;

(iii) 存在无限伴随序列 (. . . , F−2, F−1, F,G,G1, G2, . . .).

证明 只需证明: 若存在伴随序列 (F−1, F,G,G1), 则其一定可以延拓成无限伴随序列

(. . . , F−2, F−1, F,G,G1, G2, . . .).

由定理 5.8 知, F−1 和 F 保持紧对象. 由引理 2.8, 我们得到在 Cc 与 Dc 间的无限伴随序列

(. . . , F ′
−2, F−1, F,G

′, G′
1, G

′
2, . . .).
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对 (F−1, F ) 运用引理 6.10 知, F−1 有左伴随 F−2. 因为 F−2 保持紧对象, 所以, 函子 F−2 在紧对

象上的限制恰为 F ′
−2. 重复这样的讨论, 便可得到无限伴随序列 (. . . , F−2, F−1, F ).

对 (F,G) 运用引理 5.9 知 G 保持紧对象, 且 G 在紧对象上的限制恰为 G′. 于是, 由定理 5.8 可

知, G1 有右伴随 G2. 重复这样的讨论, 便可得到无限伴随序列 (F,G,G1, G2, . . .).

致谢 感谢审稿人仔细阅读本文并提出宝贵建议.
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